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Zusammenfassung
Seit Jahren ist ein klassischer Oszillator bekannt1, der es erlaubt
einige grundlegende Eigenschaften von quantenmechanischen Syste-
men darzustellen, ohne die anspruchsvolle Mathematik der Quanten-
mechanik benutzen zu mu¨ssen. Dadurch ist es mo¨glich in der Schule
und Hochschule in Kursen zur Einfu¨hrung in die Quantenmechanik
eine intuitive Vorstellung zur Quantenmechanik zu entwickeln und
Eigenschafen wie spontane und stimulierte Emission, Quantisierung
und Kollaps des Oszillator analog zum Kollaps der Wellenfunktion
sowie die zwanglose Einfu¨hrung der Wahrscheinlichkeitsinterpretati-
on anschaulich darzustellen. Die Simulation des Oszillator mittels der
GNU Octave Software und dem zugeho¨rigen Quelltext wird gezeigt.
1 Oszillatormodell
Der klassische harmonische Oszillator mit konstanter Da¨mpfung ist seit lan-
gem bekannt [1]- [3] und wird gerne als klassisches Analog zur Quantentheorie
verwendet um A¨hnlichkeiten und Unterschiede zu beleuchten. Fu¨r Bemu¨hun-
gen die Didaktik zur Einfu¨hrung der Quantenmechanik zu verbessern [2] sind
allerdings Beispiele mit nur limitierter A¨hnlichkeit nicht uneingeschra¨nkt hilf-
reich, weil der “Sprung” zur Quantenmechanik sehr groß bleibt. Wenig be-
kannt ist hingegen, dass derselbe Oszillator mit einer nur unwesentlichen Ver-
allgemeinerung zur Darstellung viel weiterreichender quantenmechanischer
Eigenschaften geeignet ist, obwohl es sich weiterhin um ein vo¨llig klassisches
System handelt. Dabei bleibt der Oszillator leicht versta¨ndlich und erlaubt
ein intuitives Versta¨ndnis seiner Eigenschaften. Der entscheidende Punkt ist,
dass die Da¨mpfung D so gea¨ndert wird, dass eine “Quantisierung” der Oszil-
lation ku¨nstlich erzeugt wird. Dies kann in sehr allgemeiner Weise erfolgen,
indem der Da¨mpfungsterm D(E) als Funktion der Energie E des Oszillator
betrachtet wird, wobei neben der Stetigkeit, wie u¨blich, noch D(E) ≥ 0 ge-
fordert wird. Dadurch ergibt sich folgende Oszillator Gleichung (m: Masse;
f : Federkonstante), mit einer zeitlichen Anregung a(t),
mx¨+D(E)x˙+ fx = a(t); E : Energie d. Oszillator (1)
1bedauerlicherweise ist es dem Autor nicht gelungen eine wissenschaftliche Referenz zu
diesem Oszillatortyp zu finden
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welche offensichtlich den Oszillator mit konstanter Da¨mpfung als Spezial-
fall entha¨lt. Interessant sind jetzt aber gerade jene Fa¨lle mit einem Da¨mp-
fungsterm der eine oder mehrere Nullstellen hat, welche genau die stabilen
Energieniveaus En des Oszillator beschreiben.
stabile Energieniveaus : En = {E |D(E) = 0} (2)
Dies ist leicht einzusehen indem man zuerst einen Oszillator mit beliebiger
Energie aber ohne Anregung a(t) = 0 betrachtet. Da die Da¨mpfung im allge-
meinen D > 0 ist, wird der Oszillator so lange seine Amplitude verringern,
bis er sich dem na¨chst niederen En immer mehr anna¨hert, ohne dieses Ni-
veau wegen der abnehmenden Da¨mpfung zu erreichen. Dieser Zustand hat
folglich eine unendliche Lebensdauer τ . Wird in diesem Zustand nun ein
beliebig kleines Rauschen hinzugefu¨gt, also a(t) 6= 0, so wird der Zustand
nicht stabil bleiben, sondern mit gewisser Wahrscheinlichkeit das erreichte
Energieniveau unterschreiten, wodurch die Da¨mpfung wieder einsetzt und
der Zustand weiter zerfa¨llt. Das hinzugefu¨gte Rauschen verursacht also ei-
(a) Kollaps des Oszillator (b) “quantisierte” Energie
Abbildung 1: Simulation des Oszillator mit Rauschen. a): Kollaps des Oszil-
lator erfolgt nicht vorhersehbar. b) Energie des Oszillator aus a) a¨ndert sich
“quantisiert”.
ne endliche Lebensdauer τ der Energieniveaus und entspricht der spontanen
Emission in der Quantenmechanik, wo ebenfalls das unvermeidliche Rau-
schen aufgrund der Heisenberg’schen Unscha¨rfe zur endlichen Lebensdauer
der Zusta¨nde fu¨hrt [5]. Damit ist aber auch versta¨ndlich, dass jede zusa¨tzli-
che Anregung unabha¨ngig davon ob es sich um Rauschen oder eine absichtli-
che Anregung handelt die Lebensdauer eines Energieniveaus verku¨rzt, wobei
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natu¨rlich Anregungen, welche nahe bei der Resonanzfrequenz ω0 =
√
f/m
des Oszillator liegen, effektiver sind. Daher wird in diesem Oszillatormodell
stimulierte Emission bzw. der Zerfall eines Energieniveaus durch a¨ußere An-
regung auf die gleiche Weise wie in der Quantenmechanik erkla¨rt. Wenn
der U¨bergang von einem Energieniveau En zum na¨chst niederen Niveau
durch einen Rauschbeitrag bestimmt wird, ist dieser Zeitpunkt wegen der
stochastischen Natur des Rauschens nicht berechenbar, solange das Rauschen
nicht exakt bekannt ist, und daher ist der U¨bergang von einem Niveau zum
na¨chsten nur als Wahrscheinlichkeitsdichte realisierbar und wird neben dem
Rauschen vom Da¨mpfungsterm bestimmt. Ist die Lebensdauer eines Energie-
niveau la¨nger als der U¨bergang, so kollabiert das Energieniveau tatsa¨chlich
zu einem unvorhersehbaren Zeitpunkt und veranschaulicht so den Kollaps
einer Wellenfunktion (Abb.1), genau so wie in der ga¨ngigen Interpretation
der Quantenmechanik.
Da der Da¨mpfungsterm die Oszillatorgleichung (1) zu einer nichtlinearen
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung macht, ist eine Simulation
des Oszillator, wie im folgenden Kapitel gezeigt, die einfachste Methode um
seine Eigenschaften kennenzulernen.
2 Simulation der Oszillatorgleichung
Die Simulation der Oszillatorgleichung kann mit Hilfe einer geeigneten Soft-
ware leicht durchgefu¨hrt werden und ist im folgenden beispielhaft mit der
GNU Octave Software gezeigt. Wie u¨blich wird dazu die Differentialgleichung
zweiter Ordnung in zwei Differentialgleichengen erster Ordnung mit den neu-
en Variablen y1 = x und y2 = y˙1 umgeformt. Damit wird aus Gleichung (1)
das folgende Gleichungssystem:
y˙1 = y2
y˙2 = − f
m
y1 − D(E)
m
y2 +
a(t)
m
(3)
Um die gewu¨nschte “Quantisierung” der Lo¨sungen zu erreichen wurde als
Da¨mpfungsterm beispielhaft D(E) = Sin(piE)2 verwendet, welcher Nullstel-
len fu¨r En = 0, 1, . . . besitzt und damit ein Energiespektrum vergleichbar
mit dem harmonischen Oszillator in der Quantenmechanik. Die Da¨mpfungs-
funktion kann dabei sehr frei gewa¨hlt werden (natu¨rlich unter der Bedingung
D(E) ≥ 0), da ganz wesentlich nur die Nullstellen fu¨r die Lage der stabilen
Niveaus verantwortlich sind. Die Energie E des Oszillator wird aus der ki-
netischen und potentiellen Energie bestimmt. Im unten gegebenen Quelltext
wurde als Anregung ein normalverteiltes Rauschen verwendet. Zu beachten
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ist, dass das Rauschen nicht mit dem Funktionsaufruf der Differentialglei-
chung erzeugt werden kann, da sonst wegen der adaptiven Anpassung der
Schrittweite die Wahrscheinlichkeitsverteilung vera¨ndert wird. Daher wurde
(a) σ = 1.0e−3 (b) σ = 1.0e−4
Abbildung 2: “Stimulierte Emission”: A¨nderung des Rauschens mit ei-
ner Standard Normalverteilung als Anregung a¨ndert die Lebensdauer der
Zusta¨nde. (a) und (b) haben gleiche Zeitachse!
das Rauschen fu¨r die geforderte Zeitspanne vorher erzeugt und durch die
Wahl des minimalen ∆t die maximale Frequenz des Rauschens vorgegeben.
Dieses diskrete Rauschen ergibt dann mittels Interpolation die Anregungs-
funktion a(t). Weiter ist zu beachten, dass die relative und absolute Genau-
igkeit so gewa¨hlt werden, dass Energiezusta¨nde mit sehr langer Lebensdauer
nicht aufgrund der endlichen Genauigkeit bereits beschra¨nkt werden, da die
Genauigkeit nichts anderes als einen entsprechenden Rauschbeitrag darstellt.
Dies kann einfach getestet werden indem die Differentialgleichung ohne den
Anregungsterm gelo¨st und dann die Genauigkeit solange erho¨ht wird, bis
die gewu¨nschte Lebensdauer erreicht ist. Natu¨rlich hat dies den Nachteil,
dass sich die Rechenzeit drastisch erho¨ht, zumal wenn dann zusa¨tzlich ein
Rauschbeitrag verwendet wird.
4
% Os z i l l a t o r g l e i c h u n g mit l s o d e l o e s en
% M dˆ2y1/ dt ˆ2 −D(E) dy1/ dt −F y1 = Anregung ( t )
% Umformung zu 2 DGL 1. Ordnung : y2=dy1/ dt
% dy1/ dt= 0 y1 ( t ) + y2 ( t )
% dy2/ dt= F/M y1 ( t ) + D(E)/M y2 ( t ) + 1/M an( t )
function Y=O s z i l l a t o r s i m ( )
global M F KOP SIGMA FMAX TMAX Tvek Rvek
F=1; %Federkonstante
M=1; %Masse
KOP=0.5; %Kopplung der Daempfung
SIGMA=1.5e−3 %Sigma fue r n o rma l v e r t e i l t e s Rauschen
FMAX=20; %maximale Frequenz des Rauschens
TMAX=150; %maximale Ze i t
%
% Rauschen , t i und a ( t i ) i n i t i a l i s i e r e n
%
Tvek=0:1/FMAX:TMAX+3/FMAX; % +3 t i wg . I n t e r p o l a t i o n
Rvek=normrnd(0 ,SIGMA/sqrt (FMAX) , s ize ( Tvek ) ) ;
t i n t e r v a l = [ 0 : 0 . 2 :TMAX] ; %Punkte zum Plo t t en
%
% Anfangsbedingung Phase y und dy/ dt z u f a e l l i g , Energie E0
%
E0=5.1; %Sta r t Energie des Oszi .
ph=rand ( )∗2∗ pi ;
anf =[ sin (ph ) , cos (ph ) ] ’ ∗ sqrt (2∗E0 ) ;
%
% Genauigke i t der Simulat ion se t zen , DGL berechnen
%
lsode options ( ” abso lu t e t o l e r a n c e ” , 1 . 0 e−8);
lsode options ( ” r e l a t i v e t o l e r a n c e ” , 1 . 0 e−8);
Y=lsode ( ” sys ” , anf , t i n t e r v a l ) ;
% Ergebnis d a r s t e l l e n
tau=(2∗pi )/ sqrt (F/M) ; %ska l i e r e n mit Periode
f igure ( 1 ) ;
plot ( t i n t e r v a l /tau ,Y( : , 2 ) ) ;
xlabel ( ” t / tau ” ) ;
f igure ( 2 ) ;
E=((Y. ˆ 2 . ) ∗ [ F ,M] ’ ) ∗ 0 . 5 ; % Energie des O s z i l l a t o r
plot ( t i n t e r v a l /tau ,E) ;
t i t l e ( ” Energ ie des O s z i l l a t o r vs . Ze i t ” ) ;
grid ( ”on” ) ;
xlabel ( ” t / tau ” ) ;
ylabel ( ” Energ ie ” ) ;
drawnow ( ) ;
endfunction
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Die verwendeten Funktionen fu¨r die Differentialgleichung, Da¨mpfung und
Anregung sind dabei:
% DGL System
%
function dydt=sys (y , t )
global F M
dydt=zeros ( 2 , 1 ) ;
dydt (1)=y ( 2 ) ;
dydt(2)=(−F∗y(1)−R( y )∗y(2)+ an ( t ) )/M;
endfunction
%
% Daempfung
%
function r=R( y )
global F M KOP
E=[F,M] ∗ ( y . ˆ 2 . ) ∗ 0 . 5 ; % Energie des O s z i l l a t o r
r=KOP∗ sin (pi∗E) ˆ 2 ; % D(E)˜ s in [ p i E)ˆ2 ; En=0 ,1 ,2 . . .
endfunction
%
% Anregung
%
% i n t e r p o l i e r t Datenpunkte um Rauschen zu erzeugen
% Datenpunkte t i in Tvek , y i in Rvek ; d t kons tant
% fuer b e l i e b i g e Anregung kann h i e r f ( t ) add i e r t werden
function y=an ( t )
% t Ze i tpunk t
global Tvek Rvek
y=interp1 (Tvek , Rvek , t , ”∗ s p l i n e ” ) ; % +f ( t ) ;
endfunction
3 Anmerkungen zur Physik
Gelegentlich wird der Eindruck erweckt, dass quantenmechanische Systeme
klassisch nicht erkla¨rbar sind. Dazu za¨hlen auch spontane und stimulier-
te Emission, der Kollaps der Wellenfunktion sowie die Tatsache, dass nur
Wahrscheinlichkeiten fu¨r die Messwerte angegeben werden ko¨nnen. Derarti-
ge Behauptungen werden aber meist ohne formalen Beweis vorgebracht und
sind, wie das Beispiel dieses Oszillatormodells zeigt, nicht immer richtig. Dies
fu¨hrt dazu, dass die Trennlinie zwischen klassischer und Quantenphysik nicht
scharf definiert ist, und insoweit macht es Sinn diese Trennlinie bisweilen ei-
ner genauen Untersuchung zu unterziehen.
Das hier vorgestellte Oszillatormodell verschiebt den klassischen Bereich
in Richtung Quantenphysik, indem sie durch die Quantisierung der Ener-
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gieniveaus von Oszillatoren etwa den Vorstellungen von Max Planck [4] ent-
spricht. Dabei wird angenommen, dass Atome durch quantisierte Oszillatoren
repra¨sentiert werden, nicht aber das zugeho¨rige elektromagnetische Feld, wel-
ches fu¨r die abgegebene oder aufgenommene Energie verantwortlich ist. Im
Oszillatormodell wird die Quantisierung dynamisch erreicht und bei ange-
nommener Energieerhaltung werden beliebig kleine Energien auf das elektro-
magnetische Feld u¨bertragen. Gleichzeitig ist aber die Quantisierung dafu¨r
verantwortlich, dass ein nicht zu verhindernder Rauschbeitrag existiert. Da-
zu muss man sich nur den Oszillator in einem geschlossenen Hohlraum mit
vollsta¨ndig reflektierenden Wa¨nden vorstellen und annehmen, dass die im
Feld vorhandene Energie nicht exakt den Energieniveaus entspricht. Dann
folgt zwangsla¨ufig, dass immer ein nicht absorbierbarer Feldbeitrag existiert.
Wird dieser Feldbeitrag als zufa¨llig angenommen so entspricht er im Mittel
dem der Quantentheorie von 1/2En. Im Gegensatz zur Quantenfeldtheorie [5]
werden hier Pha¨nomene wie die spontane Emission ohne die Quantisierung
des elektromagnetischen Feldes mo¨glich und Nichtquantisierung ist im klassi-
schen Fall sogar die Voraussetzung um den zufa¨lligen Zerfall des Oszillator zu
erreichen. Der klassische Oszillator erfu¨llt aber nicht notwendig die Frequenz-
Energie Beziehung E = hν der Quantentheorie und diese Beziehung muss
als Eigenschaft der Oszillatoren formuliert werden, wenn sie gelten soll. Da-
mit widerspricht das klassische Modell der Quantenfeldtheorie klar in Bezug
auf die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes. Effektiv betrifft dieser
Widerspruch aber eher die Interpretation der Quantenfeldtheorie, da sowohl
in der Quantenfeldtheorie als auch im hier vorgestellten klassischen Oszilla-
tor Emission und Absorption von Energie nur quantisiert erfolgen und da-
mit der Wirkung von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren entsprechen.
Dass die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in der Quantenfeldtheo-
rie durch Quantisierung des elektromagnetischen Feldes hergeleitet werden,
a¨ndert nichts an der Tatsache, dass der Formalismus der Quantenfeldtheorie
zwingend nur die quantisierte Emission und Absorption beschreibt. Wie das
Oszillatormodell zeigt, kann die Quantisierung von Emission und Absorption
auch erreicht werden, indem nur der Oszillator quantisiert wird und liefert
dann zumindest qualitativ gleiche Ergebnisse. Der einzige Bereich wo die
Quantenfeldtheorie Aussagen u¨ber das elektromagnetische Feld ohne Emis-
sion oder Absorption macht betrifft die Vakuumenergie, dort aber ist die
U¨bereinstimmung mit dem Experiment nicht sehr zufriedenstellend [8]. Wei-
tere Schnittpunkte betreffen die Diskussion zur Interpretation des Kollaps der
Wellenfunktion [7], die im klassischen Modell auf triviale Weise beantwortet
wird, die Interpretation von Doppelspalt Experimenten, den Welle-Teilchen
Dualismus, die Wahrscheinlichkeitsinterpretation oder den Quanten-Zeno Ef-
fekt, der im Modell einfach nachvollzogen werden kann.
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